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Актуальность темы. Традиuионной областью приложения 
задач о течении тяжелой жидкости в открытых каналах являет­
ся проектирование гидротехнических сооружений. Простота по­
становки и неожиданная сложность в достижении решения при­
влекали и привлекают к этим задачам внимание ученых. Мало­
изученными, в частности, являются безволновые докритические 
режимы обтекания препятствия на дне , что связано с невозмож­
ностью построения решения для этих режимов в рамках линей­
ной теории малых возмущений. В последние годы задачи о тече­
ниях жидкости в открытых каналах получили новое приложение. 
Как оказалось, в случае двумерных течений идеальной жидкос­
ти отыскание свободной поверхности эквивалентно определению 
формы детали анода при электрохимическом формообразовании . 
Необходимо лишь заменить граничное условие постоянства дав­
,1ения на свободной поверхности соответствующим условием ста­
ционарности обработки . 
Электрохимическая размерная обработка (ЭХРО) металлов за­
нимает важное место в современном машиностроении, так как 
позволяет обрабатывать детали из высокопрочных материалов, 
а также детали, не допускающие механическое и температурное 
воздействие. Развитие математических методов расчета анодно­
го формообразования обусловлено повышением точности обра­
ботки, которая остается одной из основных проблем в технологии 
ЭХРО . 
В настоящей диссертационной работе решен ряд задач гидро­
механики и электрохимии, объединенных общей темой изучения 
течений идеальной жидкости в каналах , которые имеют как те­
оретический, так и практический интерес . 
Цель диссертационной работы состоит в разработке ме­
тода, позволающеrо находить решение задач о плоском потенци­
альном течении идеальной несжимаемой жидкости в открытых 
каналах, в случаях, когда одна стенка канала задана, а другая 
должна определяться в ходе решения по достаточно произволь-
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ным неJшнейным граничным условиям. 
Научная новизна результатов. Разработан численно-анали­
тический метод, позволяюший решать в точной постановке ста­
uионарную задачу безволнового обтекания препятствия в виде 
наклонной ступени весомой жидкостью , а также решать задачи 
анодного формообразования с учетом произвольной зависимости 
выхода по току и неравномерной поляризации анода. 
Обоснованность и достоверность полученных результа­
тов обеспечиваются применением строгих матем~тических мето­
дов при построении решений, проведением внутренних тестов на 
проверку точности вычислений и совпадением результатов реше­
ния некоторых задач с уже известными данными других авторов . 
Практическая ценность. Разработанный в диссертации ме­
тод и полученные результаты могут быть использованы при ис­
следовании течений тяжелой жидкости (воды) над неровным дном 
и при решении ряда задач электрохимической размерной обра­
ботки. 
Апробация работы. Основные положения диссертаuии по 
мере их получения докладывались на итоговых научных конфе­
ренциях Казанского государственного университета в 1991-1994 
г .г., 1999 г.; на городских научно-технических конференuиях "Элек­
трохимические и электрофизические методы обработки материа­
лов" ("ЭФЭХО") в 1992-1994 г.г.; на 5 Всесоюзной научной школе 
"Гидродинамика больших скоростей" (г. Чебоксары, 1992 г . ); на 
Международной научной конференции "Модели механики сплош­
ной среды" (г. Казань, 1993 г.) ; на Международной научно­
технической конференции "Механика машиностроения" (г . Набе­
режные Челны, 1995 г.); на Всероссийской научной школе - кон­
ференции ''Краевые задачи и их приложения" ( г. Казань, 1999 г.); 
на Международной научно· технической конференции "Технико­
экономические проблемы промышленного производства" (г. На­
бережные Челны, 2000 г.). 
Публикации. По теме диссертации опубликовано 9 научных 
работ, список которых приведен в конце автореферата . 
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Структура и объем диссертации. Диссертационная рабо­
та состоит из введения, двух разделов , заключения и списка ли­
тературы . Объем диссертации составляет 107 страниц , содержит 
27 рисунков. Список литературы насчитывает 88 наименований . 
Содержание работы. 
Во введении обоснована актуальность темы, сформулирова­
на цель работы , кратко изложено содержание работы. 
В первом разделе исследуется стационарное течение тяже­
лой жидкости со свободной поверхностью над полигональным 
дном в форме наклонной ступени. Отыскиваются безволновые ре­
жимы обтекания . 
В п. 1.1 дан обзор исследований стационарных задач обтека­
ния препятствий под свободной поверхностью весомой жидкос­
ти. Основным параметром, характеризующим движение тяжелой 
жидкости, является число Фруда: Fr = V0/ .;gti, где g - ускорение 
силы тя:жести, h - глубина невозмущенного уровня свободной по­
верхности слева на бесконечности, V(1 - скорость невозмущенного 
потока слева на бесконечности. Скорость V. = ./9fi, называется 
критической . Если Fr < 1, то течение является докритическим , 
если Fr > 1 - свехкритическим . Критическая скорость V. есть 
скорость распространения малых возмущений по свободной по­
верхности. Поэтому число Фруда играет в этих зада.чах роль, 
аналогичную числу Маха в газовой динамике. 
Результаты линейной теории и некоторые числовые расчеты, 
проведенные в точной нелинейной постановке , показывают, что 
в случае докритического течения задачи обтекания препятствий 
характеризуются образованием цуга нелинейных волн вниз по 
потоку . Однако при определенных количественных соотношени­
ях между числом Фруда. и параметрами дна эти волны могут 
отсутствовать . F . Dias и J.-M. Va.nden-Broeck 1 нашли безволно­
вые докритические решения для за.дачи обтекания: треугольного 
препятствия на горизонтальном дне, L.K. Forbes 2 - для за.дачи 
1 Diм F" Vю1tlt11-Brutck J .-M . Орен ch1ш11tl 8uw witl1 •uhшtrgtd ob•tr11c~jo11/ / .1 . Fluid 
Mocl1 . · 198~ . ·· V. 206. - Р. 155··170. 
2 Fш·1н·-l'i L.K. Criti<:al fr~tнmrfac~ flow ov~r п. :.;~'~1 i·cj_rr.\}lnr ob~tructiu1,// J. Енgнg . Math . -
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обтекания кругового препятствия. Существенным в обеих выше­
упомянутых работах было условие совпадения уровней дна слева 
и справа от препятствия. А.С. King, M.I.G. Bloor 3 решили за­
дачу о сверхкритическом безволновом обтекании вертикальной 
ступени. Безволновые режимы при Fт < 1 ими обнаружены не 
были. Кроме того, А.С . King, M.I.G. Bloor исследовали лишь слу­
чай ступени, повышающей уровень дна . Подробные расчеты до­
критического обтекания прямоугольной ступени проведены Д.В. 
Маклаковым 4. Им установJiено , что если ступень повышает уро­
вень дна, то при Fr < 1 с ростом ее высоты длина волн за ступе­
нью увеличивается и в пределе течение переходит в безволновой 
режим (гребень первой волны уходит на бесконечность). Тем са­
мым: показано, что безволновые докритические режимы обтека­
ния являются предельным случаем волновых режимов . 
В п. 1.2 рассмотрено стационарное потенциальное течение 
слоя идеальной несжимаемой весомой жидкости над неровным 






Риr.. 1: Фи3ичес1Сi\Я область течения 
Вводится декартова система координат (х, у), причем ее начало 
лежит в основании ступени. Задается h - глубина невозмущен­
ного уровня свободной поверхности слева на бесконечности, Vu -
1988. - V. 22 . - Р. З 13. 
3 Кiн~; А . С " Bloor M.I.G. Fr•o-щrf11e• f!ow ov•r "•t•p// J. Fluid Mech. - 1987. - V. 182 . -
Р. 193-2118 . 
"Maк111'\KUD Л.D. Нtлинt:йны~ 31\Л:А.ЧИ гИD.родинi\ыихи лотенпимьных тt:чtний с н~изв~r.т~ 
ЯЫNИ rpl\KИUllNИ Иэд-аn' "Яиус-К''. - MucIDA. 1997 . - 2811 с . 
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скорость набегающего потока, /ЗТi - угол наклона ступени к оси х, 
g - ускорение силы тяжести . Сила тяжести действует в направ­
лении, противоположном направлению оси у. 
Исходная задача сводится к краевой задаче отыскания анали­
тической в канонической области Dt функции x(t) = ln(f,;~) . В 
качестве канонической области выбирается полоса ширины 1Г /2 
в параметрической плоскости t. Если найдена функция x(t) , то 
искомое конформное отображение z ( t) определяется интегралом 
2h t 
z(t) = - j ex(t )dt 
7'i 11 
Так как в задаче присутствует неизвестный параметр d, uпре­
деляюший в параметрической плоскости положение точки D, то 
для замыкания задачи необходимо вывести дополнительное усло­
вие . При выводе этого условия существенным является режим 
обтекания ступени. В п. 1.2.1 рассмотрен докритический режим 
обтекания. Путем выделения в искомой функции асимптотики по­
ведения на бесконечности выведено дополнительное условие для 
нахождения неизвестного параметра, определяющего высоту сту­
пени d в параметрической плоскости. 
В п. 1.2.2 рассмотрен сверхкритический режим обтекания. 
При этом считается:, что сверхкритическое течение слева перехо­
дит в сверхкритическое справа. Показано, что в этом случае для 
получения замыкающего задачу условия достаточно 'задавать Н 
- высоту ступени в физической плоскости. 
В п. 1.2.3 краевая задача отыскания аналитической в облас­
ти D1 функции х( t) сведена к решению систем нелинейных ин­
тегральных уравнений для докритического и сверхкритического 
режимов обтекания соответственно. 
В п.1.3 описан численный метод решения полученных систем 
интегральных уравнений. Лля. приближенного интегрирования 
использовалось следующее правило : если подынтегральное вы­
ражение не имеет особенностей, то оно аппроксимируется естес­
твенным кубическим сплайном (с нулевыми значениями вторых 
производных на концах интервала интегрирования), после чего 
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кубический сплайн интегрируется аналитически . После дискре­
тизации полученные системы решались методом Ньютона. Вид 
полученных систем позволяет на каждом шаге итерационного 
процесса заполнять якобиан системы аналитически , что с}'I.Пест­
венно сокрашает время вычислений . 
В п. 1.4 проведен анализ результатов числовых расчЕ.тов . 
В п. 1.4.1 проведен численный анализ докритических режимов 
обтекания наклонной ступени . Для любых течений над ступенью , 
у которых свободная поверхность имеет горизон.тальные асимп­
тоты слева и справа на бесконечности , справедливы формулы: 
Fr2 
Fr2 + 2 = (L - H/h)2 + 2L, (1 ) 
Fr 
Fr(oo) = (L - Н/h)з/2· (2) 
Здесь L = y(oo)/h, у(оо) - ордината свободной поверхности спра­
ва на бесконечности, Н - высота ступени в физической плоскости, 
Fr(oo) - число Фруда справа на бесконечности. 
При Н > О задача об обтекании ступени может трактоваться , 
как задача о водосливе с широким порогом . Если обозначить че­
рез Q расход жидкости через водослив , то Fr = Q//g'Fi'J. Таким 
образом , при фиксированных g и h число Фруда прямо пропорцио­
нально расходу жидкости Q. В гидравлике для определения рас­
хода через водослив используют та.к называемый принцип мак­
симума расхода (ПМР), согласно которому на пороге водослива 
с течением времени сам собой устанавливается безволновой ре­
жим обтекания с максимальным расходом . Использовав ПМР для 
приближенного определения связи между Fr и Н / h, найдем , что 
H/h = 1 + Fr 2/2 - ~Fr213 , (З) 
при этом 
Fr(oo) = 1, L = H/h + Fr 213. 
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Проведенный в работе численный анализ показал, что ПМР 
является приближенно верным. Более того, на основе анализа 
численных данных получена уточненная зависимость между Fr 
и Fr(oo) в диапазоне 0.2::::; (З::::; 0.5 
Fr(oo) = 0.1982(1- Fr)Fr2 + 0.1871(1- Fr) + 1. (4) 
В правую часть последнего соотношения f3 не входит, поэтому 
соотношение между Fr и Fr ( оо) оказываете.я независимым от 
угла наклона ступени. Отметим, что ПМР дает Fr(oo) = 1. С 
помощью формул (1), (2), (4) найдем, что 
H/h = 1 1/2(F 2 - Fr2/з(Fr2( оо) - 2) 
+ r Fr2/3(oo) (5) 
L = 1/2(Fr2 + 2 - Fr 213Fr413(oo)) (6) 
Таким образом, в работе найдены уточненные зависимости 
между Н / h и Fr, при :которых не происходит образования волн 
вниз по потоку и докритическое течение слева переходит в сверх­
критическое справа. Формулы (5), (6) представляют собой соот­
ношение между L и H/h, записанное в параметрическом виде. 
На рис . 2 сплошная линия - это результат расчетов , маркеры -
результат полученный с помощью (5), (6), штриховая лини.я -




. о .1 .2 .3 .4 .5 .б .7 .8 .9 H/h 
Рис . 2: Графики за.виси}{остеi L от H/h 
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Найдены формы свободной поверхности для различных пара­
метров потока. Пример расчета формы свободной поверхности 
представлен на рис. 3. 
В п. 1.4.2 проведен численный анализ случая, когда сверхкри­
тическое течение переходит в сверхкритическое . При этом вол­
новой цуг справа на бесконечности отсутствует. 
Установлено, что задача имеет двухпараметрическое семейст­
во решений. Проведены расчеты ка.к для Н > О, так и для Н < О. 
В случае Н < О, IH/hl » 1 (течение типа водопада) получены 







-2.О -1.О .о 1.0 2.0 з.о 
Рис. 3: Формы свободной поверхвост11 в случае до~rритичесхого течения ( Fт- = 
U.5) для р~3Личиых эн~чсикй /i . 1./3 = 1/2. 2.fi = 1/3. 3./J = 1/4. 4,/"J = 1/6. 
'J,JJ = 1/18. 
Пример расчета формы свободной поверхности для понижаю­
щегося дна представлен на рис. 4. 
Во втором разделе диссертации решены стационарные за­
дачи анодного формообразования с учетом произвольной зависи­
мости выхода по току и неравномерной поляризации анода для 
различных схем :катода-инструмента. Стационарна.я ЭХРО осу­
ществляется электродом, движущимся так, что форма межэлек­
тродной области за счет анодного растворения металла не изме­
няется . При решении используется интерпретация: за.дач ЭХРО 
как задач построения комплексного потенциала течения в беско­










-2.D -!.О .о !.О 2.0 э.о -..о 
Рис . 4: Формы свободной поверхности при фиксированиоы H/h = -0.5 и (J = 
-1/4 дЛJI ра.,личных чисел Фруда от Fr = 1.1 (пувктирвы линиJ1) до Fr = 4 
(штрих-пунхтириu линия) . 
другая определяете.я в ходе решения задачи. При этом на неиз­
вестной границе выполняются определенные граничные условия, 
учитывающие специфику ЭХРО (стационарность процесса, пе­
ременность выхода по току, неравномерность поляризации элек­
тродов). Впервые идея решения краевых задач ЭХРО в гидро­
динамической постановке была предложена учеными Казанского 
университета В.В.Клоковым, А.В.Костерияым, М.Т.Нужиным 5 
. В п. 2.1 дан краткий обзор литературы по методам расче­
та задач стационарного электрохимического формообразования. 
Кратко изложены основные понятия электрохимической размер­
ной обработки металлов. Описана принимаемая модель электри­
ческого поля и раскрыт физический смысл граничных условий. 
Во п. 2.2 решена задача расчета анодного формообразования 
катодом-инструментом в виде клина при стационарной ЭХО для 
произвольной зависимости выхода по току. 
Задача определения стационарной формы границы анода по 
заданной форме катода-инструмента согласно гидродинамичес­
кой аналогии эквивалентна задаче построения комплексного по­
тенциала течения в бесконечном криволинейном канале с расхо­
дом Q, одна стенка которого (Г1 ) задана, а вторая {Г11 ) неизвестна 
5К11шшв В.В .. Кuстервв А.В" Нуа:ив М.Т. О пря>lои~ЮП! обр"твых J(р"евых ЭА.Пач в Т«>­
р1111 э1101<трохи>fИЧ<!СJ(1JЙ р..:~>lориой обр1<бот1еи. - В хн.: TpyJlbl с•wияара по ><р,..,выы з/\Да•1аw . 
Вып. 9. Кю"яь: Изд-во КГУ. 1972. С.132-1411. 
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и должна быть определена в ходе решения задачи. При этом на 
Го выполняется условие стационарности 
Л(V)V = cos0, (7) 
где V - скорость (безразмерная плотность тока, отнесенная к плот­
ности тока в торцевом зазоре) , .A(V) - заданна.я функциsr (коэф­
фициент выхода по току, V,,,p ~ v ~ 1, v"P ;::: О) , 0 - угол между 
касательной к Г11 и осью х. Ось х направлена перпендикулярно 
направлению подачи катода-инструмента (рис. 5). Заданы углы 
на.клона лучей клина 0 1 и 02 , а также расход Q. 
!J 
:с 
Рис. 5: Физичесхая область течеиия . 
В результате решения вспомогательной задачи, основанного 
на теории краевых задач для аналитических функций , получает­
ся условие, связывающее действительную и мнимую части функ­
ции ln('~':) на свободной границе. Указанное условие использует­
ся для получения нелинейного интегро-дифференциального урав­
нения для отыскания неизвестных параметров, определяющих 
конформное отображение канонической области на физическую. 
В качестве канонической области выбирается полоса ширины 7r /2 
в параметрической плоскости t. 
Пля проверки предложенного метода был проведен тестовый 
расчет . Катод-инструмент представляет собой прямолинейный 
луч х = О, у ;::: О, .A(V) = 1. В этом случае задача имеет точное 
решение , и деталь представляет собой параболу у = (х2 - 1)/2. 
Результаты расчетов показали хорошее совпадение теоретичес-
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кой и рассчитанной кривых. Пл.я Л(V) = 1 отмечаете.я также хо­
рошее совпадение результатов с результатами В.В.Клокова, по­
лученны~и аналитически. Проведенные расчеты демонстрируют 
влияние непостоянства выхода по току на форму детали-анода. 
В п. 2.3 решаена задача расчета анодного формообразования 
катодом-инструментом с криволинейной граниuей, при стаuио­
нарной ЭХО для произвольной зависимости выхода по току. 
В отличие от предыдущей задачи катод-инструмент задается 
в виде функции е = F(S) , где е - угол наклона касательной к 
Г 1 к оси х , S - длина дуги, отсчитываемая от некоторой точки 
на инструменте. В этом случае выводится дополнительное соот­
ношение , связывающее длину дуги S и реальную часть функции 
ln('~);) на свободной границе. Полученное соотношение позволяет 
вывести систему нелинейных интегральных уравнений для отыс­
кания конформного отображения канонической области на физи­
ческую. На рис. 6 представлен пример числовых расчетов, когда 





Рис . 6: 
Сплошной линией изображена форма детали при постоянном вы­
ходе по току (Л(V) = 1). Пунктиром отмечена форма детали, 
полученная с учетом пассивирующих свойств электролита. 
В п. 2.4 исследована задача расчета анодного формообразова­
ния двугранным катодом-инструментом при стационарной ЭХО 
13 
для произвольной зависимости выхода по току с учетом неравно­
мерной поляризации анода. 
Неравномерная поляризация анода приводит к тому , что гар­
моническая функция 1f; (потенциал электроического поля) не бу­
дет постоянной вдоль границы детали-анода, а будет удовлетво­
рять условию 1./J = F( ~) . С точки зрения гидромеханической ин­
терпретации это условие означает проницаемость свободной гра­
ницы . 
В результате решения смешанной краевой задачи в каноничес­
кой области получается условие , связывающее действительную 
и мнимую части функции ddj = ~ + i1t на свободной границе , 
здесь W - комплексный потенциал течения. Полученное в резуль­
тате выражение для 1/; используется при выводе нелинейного ин­
тегрального уравнения для отыскания неизвестных параметров , 
определяющих конформное отображение параметрической облас­
ти на физическую. Приведены примеры числовых расчетов . 
В заключении сформулированы основные результаты, выно­
симые на защиту: 
1. Численно-аналитический метод расчета безволнового обте­
кания препятствия в виде наклонной ступени тяжелой жидкос­
тью. 
2. Результаты числовых расчетов для различных высот сту­
пени и углов ее наклона при различных значениях параметров 
течения . 
3. Численный анализ "правильности" принципа максимума 
расхода, применяемого в гидравлике. 
4. Численно-аналитический метод расчета стационарного анод­
ного формообразования катодом-инструментом в виде клина с 
учетом произвольной зависимости выхода по току . 
5. Численно-аналитический метод расчета стационарного анод­
ного формообразования криволинейным катодом-инструментом с 
учетом произвольной зависимости выхода по току. 
6. Численно-аналитический метод расчета стационарного анод­
ного формообразования катодом-инструментом в виде клина с 
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учетом произвольной зависимости выхода по току и неравномер­
ной поляризации анода. 
7. Результаты числовых расчетов для различных схем катода­
инструмента с учетом произвольной зависимости выхода по току 
и неравномерной поляризации а.нода . 
Работа над диссертацией выполнена при финансовой поддерж­
ке Российского фонда фундаментальных исследований (проекты 
99-01-00169, 99-01-00173), фонда НИОКР АНТ. 
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